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Resumo

Este trabalho propoe uma alteracao no termo de amortecimento da equacao do oscilador
harmonico amortecido, de forma que o termo de resisténcia ao movimento nao seja apenas
proporcional a velocidade, mas a um produto entre velocidade e tempo, do tipo v(t)v(t) =
atv(t). Em outras palavras, a equagao diferencial associada deixaria de ser de coeficientes
constantes, tornando-se de coeficientes variaveis. Isso muda o método de solugao e a forma
de analisar o fendomeno. Para resolver esta equacao, foram testados diversos métodos,
porém o que se revelou mais frutifero foi o método de série de poténcias, ou método
de Frobenius. Para complementar este estudo e testar sua viabilidade fisica, métodos
de computacao numérica usando a linguagem Python foram empregados. Os resultados

mostram consisténcia fisica, porém dentro de um intervalo finito de tempos.

Palavras-chaves: Oscilador harmonico amortecido. Amortecimento Transiente.

Método de séries. Andlise numérica.



Abstract

In this work we propose an alteration in the damping term of the damped harmonic
oscillator equation, proposing that the resistance to motion term is not only proportional
to velocity but a product between velocity and time, of the type ~y(t)v(t) = atv(t).
In a broader aspect, the associated differential equation would no longer be constant
coefficients, but variable coefficients. This changes the method of solution and the way of
analyzing the phenomenon. Several methods were tested to solve this equation, but the
one that proved to be more fruitful was the power series solution method, or Frobenius
method. To complement this study and test its physical feasibility, numerical computation
methods using the Python language were employed. The results demonstrate physical
consistency, but within a finite range of times.

Keywords: Damped harmonic oscillator. Transient Damping. Series method. Nu-

merical analysis.
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1 Introducao

As oscilagoes estao presentes em todos os campos da Fisica, desde um simples
problema de equilibrio na Mecanica até a transicao entre estados quanticos igualmente
espagados, como no caso do Oscilador Harmoénico Quantico [1]. Leonard Euler (1707-
1783) foi um dos primeiros a abordar o problema das oscilagoes de forma a obter solugoes.
Resolveu o Oscilador Harmoénico Simples (OHS) e depois o for¢ado usando o método de
quadraturas, sendo o primeiro a observar o fendomeno da ressonancia - quando a frequéncia
das oscilagoes naturais do sistema se aproximam da frequéncia do termo de fonte. Também
participou dos esforgos de Joseph Louis Lagrange (1736-1813) para a formulagao lagran-
giana das oscilagoes amortecidas [1-4].

Apesar dos diversos estudos ja publicados sobre osciladores harmoénicos, é sempre
prudente e elucidante revisita-lo, na tentativa de trazer novas abordagens e modelagens
matematicas. Existem alguns trabalhos sobre osciladores amortecidos com parametros
variaveis. O mais notério foi desenvolvido por V. Aguiar e I. Guedes [5], que analisaram
os osciladores de Lane-Emden, onde a massa era do tipo m(t) = mge?, com v > 0, e
o fator de amortecimento é do tipo 7(t) = % Os resultados sao comparados com os de
Caldirola-Kanai [6] e foram obtidas expressoes para a posigao, velocidade e momento.
Além disso, o diagrama de fases deste sistema ¢é analisado e comparado a outros casos
semelhantes.

Primeiro, é apresentado o diagrama de fase do OH com amortecimento subcritico,
cuja solugao ¢é a unica que oscila com amplitude decrescente, indicando que o sistema é
dissipativo. Além disso, o diagrama mostra que tanto z(¢) quanto p(t) se anulam para
t suficientemente grande. Diagrama este, bastante similar ao diagrama de fase para o
oscilador de Caldirola-Kanai que, por sua vez, possui as mesmas expressoes para x(t) e
x(t). A diferenga é que p(t) cresce com o tempo devido ao crescimento exponencial de
m(t), o que também se assemelha ao oscilador de Lane-Emden, mas difere no fato de a
amplitude tanto de z(t) quanto de 4(t) decairem de forma mais lenta em comparagao aos
seus valores no oscilador CK. Isto se deve ao fato que, para o oscilador LE, o termo de
amortecimento diminui a medida que o tempo passa.

A proposta do presente trabalho é trazer uma abordagem matematica alternativa
para o problema do oscilador amortecido, proporcionando a construcao investigativa do
conhecimento, em roupagem similar aos estudos citados acima. Aqui, consideramos o
parametro de amortecimento como fungao linear do tempo, () = «at. Diferentemente
do que esta presente na literatura, cuja equacao de movimento apresenta esse parametro
como funcao linear apenas da velocidade, a abordagem aqui desenvolvida torna a equacao
do oscilador amortecido uma equacao de coeficientes varidaveis. Os métodos de solucao
tradicionais para a equacao com coeficientes constantes ja nao sao mais validos e entao

empregamos outras abordagens para obter uma solucao para este sistema. Dentre todas
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elas, a mais frutifera foi o método de série de poténcias, como sera explicado na sequéncia.
Ao considerar o termo de amortecimento transiente, propomos uma variagao do tipo
polinémio do 1° grau no tempo vezes a velocidade, o que representa uma resisténcia nula
no instante inicial, mas que cresce com a velocidade e com o tempo. Uma possivel situacao
fisica onde isso pode acontecer seria uma massa puntiforme que entra em movimento em
um fluido que estd resfriando [?,?]. A constante a em ~(t) = at pode servir como
parametro de ajuste, podendo “ligar e desligar” o termo de resisténcia ao movimento.
Obviamente, os métodos utilizados nos livros de fisica bésica sobre esse conteido nao
resolvem tal equacao. A despeito de aplicagoes diretas na Fisica, a uniao de métodos e o
estudo sobre este sistema ¢ muito interessante e complementa casos andlogos ja estudados.
Dentre as técnicas idealizadas para obter solucoes para este problema, o método de
séries de poténcias (ou de Frobenius) (78] foi o mais adequado, uma vez que trouxe
resultados semelhantes aos encontrados nas referéncias, a excecao de algumas correcoes
de ordem superior adicionais em relacao a solucao geral. Ao tomar o limite adequado,
recupera-se os casos conhecidos do Oscilador Harménico Simples (OHS). Ao final deste
estudo, espera-se que seja possivel contribuir, ainda que modestamente, a dinamica do
Oscilador Harménico (OH) e trazer ainda mais relevancia nas discussoes do ensino de
Fisica no nivel superior. Nesse sentido, o trabalho propoe também explorar mais pro-
fundamente conceitos, métodos e conclusoes relativas ao modelo do OH, que é um dos
modelos mais fundamentais quando se discute fisica tedrica.
O objetivo final almejado por este trabalho foi contribuir com os debates sobre OHS
e seus métodos matemaéticos em ensino de Fisica a nivel de graduacao, simplificando con-
ceitos e apresentando material com conteido conciso e util a formacgao do fisico professor.
Além disso, é sempre necessario associar a formacao académica o espirito investigativo,
abordando sistemas conhecidos ou até desconhecidos, porém usando métodos consistentes
para embasar as conclusoes. Neste sentido, este trabalho atingiu sua finalidade.
Espera-se que este trabalho leve a desdobramentos importantes dentro do nosso campo
de estudo, especificamente nas espécies de forcas de resisténcia ao movimento dos corpos.
Tais desenvolvimentos no campo da fisica matematica levam a criacao de modelos e afins,
que podem contribuir cada vez mais para o conhecimento de nosso mundo e nosso universo.
A seguir é feita uma breve revisao dos casos principais que envolvem o OHA convenci-
onal e em seguida sao apresentados os passos que desenvolvemos até chegar na solugao do
problema idealizado. Posteriormente, fazemos uma analise e um breve discussao destes

resultados, culminando em nossas conclusoes.
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2.1 OHA convencional

Um OHA descreve um sistema que oscila ao redor de um ponto de equilibrio estavel,
mas com uma amplitude cada vez menor devido a atuacao de um mecanismo de amorte-
cimento. Este é geralmente introduzido por meio de um termo dissipativo, como atrito ou
resisténcia elétrica, ou arrasto de um fluido, etc, que age para reduzir a poténcia do sis-
tema. Sao encontrados em muitas aplicagoes praticas, como sistemas mecanicos, elétricos
e eletronicos, controladores de velocidade de motores elétricos, sistemas de amortecimento
de vibragoes, circuitos RLC e sistemas dindmicos em geral [1-5]7,8].

A equagao de movimento de um oscilador amortecido é geralmente dada pela equacao

diferencial de segunda ordem
mi(t) + ci(t) + kz(t) = 0, (2.1)

onde m ¢é a massa do sistema, ¢ é a constante de amortecimento, k é a constante de
elasticidade e x(t) é a posi¢ao do sistema em relagdo ao tempo.

A solugao para essa equacao é geralmente dada por uma funcao exponencial decres-
cente, com a amplitude da oscilacdo diminuindo exponencialmente com o tempo. A
constante de amortecimento é dada pela razao ¢/m. A solugao geral para esta equagao

pode ser dada por:

z(t) = ez [C} cos(wt) 4 Cysin(wt)] (2.2)
onde C7 e U5 sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais do sistema e w =
£ — (5%)? ¢ a frequéncia do oscilador amortecido.

Este sistema pode ser encaixado em trés casos distintos no que se refere ao seu tipo
de amortecimento: subcritico, critico e supercritico. Para diferenciar cada caso devermos
comparar a frequéncia natural (%) com a frequéncia relacionada ao termo dissipativo
(ﬁ)Q, ou seja, essas classificacoes dependem da relacao entre a taxa de amortecimento e a
frequéncia natural do oscilador. E preciso analisar o valor da constante de amortecimento
¢ em relagao ao valor critico ¢, = 2\/g para identificar cada caso [1-4].

O amortecimento subcritico (¢ < c.) é relativamente baixo (veja a fig. [I)). A frequéncia
natural sera maior que a frequéncia relacionada ao termo dissipativo e o sistema ira
completar varias oscilagoes, porém devido a dissipacao de energia a amplitude de oscilagao
ird reduzir gradualmente até a massa atingir o ponto de equilibrio [9]. A soluc¢do para

essa situacao é dada pela equacao

z(t) = emn!(Acos(wt) + Bsin(wt)), (2.3)

onde A e B sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais do sistema.
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No amortecimento critico (¢ = ¢.) o sistema estd na transi¢ao entre o caso subamor-
tecido e o superamortecido (veja a fig. . O termo dissipativo se iguala ao termo de
frequéncia natural (wg = %) de forma que o sistema retorne ao equilibrio com oscilagoes
de amplitude e duracao intermedidria, quando comparadas com os outros casos. A solucao

para essa situacao ¢ dada pela equacao

x(t) = (A + Bt)em!, (2.4)
onde, novamente, A e B sao constantes determinadas pela condic¢ao inicial do sistema. Esse
tipo de fenomeno fisico tem aplicagoes praticas diretamente aplicaveis ao cotidiano, como,
por exemplo, na construcao dos amortecedores que fecham as portas automaticamente,

pois ao abrir ela deve voltar para aposicao de equilibrio de forma espontanea sem colidir

com o batente [9|10].

2.0 —— SUPERCRITICO
—— SUBCRITICO
— CRITICO
1.5
1.0 -
5 0.5+
0.0
—0.5 1
-1.0 1
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 1 — Oscilador amortecido e exemplos dos seus trés casos: (a) supercritico (em
azul), suberitico (em vermelho) e critico (em verde). As constantes da com-

binagao linear das equacoes ([2.3)), (2.4) e (2.5 foram todas igualadas a 1. Os
parametros (m, ¢, k) foram, respectivamente, (1, 10, 4), (1, 0,5, 4) e (1, 2, 4).

Por 1ltimo, no amortecimento supercritico (¢ > c¢.) o amortecimento é ajustado de
forma que o sistema retorne ao equilibrio o mais rapido possivel, sem realizar oscilagoes
em torno do ponto de equilibrio, pois prevalece o amortecimento. A solucao para essa

situacao é dada pela equacao

=c . s
z(t) = ez'(Ae*" + Be ") (2.5)
onde, mais uma vez, A e B sdo constantes determinadas pelas condicoes iniciais e w; =
2 , A~ .. e . . . ~ . .
(5=)" — % é a frequéncia imaginaria. Existem aplicacoes diretas destes conceitos quando
se estuda o escoamento de fluidos em funcao do nimero de Reynolds, que mede a relacao
entre as forgas inerciais e viscosas em um fluido. Quando este niimero ¢é relativamente

alto, o amortecimento supercritico pode se manifestar [9,|10].
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As oscilagoes governadas pela equacao sao bem estudadas e conhecidas. Elas
tém sua importancia geral no sentido de serem o protétipo para a abordagem de sistemas
e equagoOes mais complexos. Conceitos como espagos vetoriais de fungoes ortogonais,
operadores hermitianos, séries e transformadas, foram e ainda podem ser muito bem
explorados para tais sistemas. A seguir, iremos introduzir uma pequena alteracao nesta
equacao e abordar o caso da dependéncia linear do parametro de amortecimento com a

variavel independente.

2.2 Oscilador com amortecimento linearmente variavel

Considere a equacao do oscilador harmonico para um parametro ~ varidavel com o

tempo.

&+ ()i +wir = 0. (2.6)

onde 7y(t)& = ati é uma forga de resisténcia proporcional a velocidade e ao tempo (line-

armente). Vamos resolver ([2.6]) via série de poténcias:

> (n+2)(n+ Danot" +a Y napt" +wi y  apt” =0 (2.7)
n=0 n=1 n=0
Z[(n +2)(n 4 1)ani2 + wiat" + Z ana,t" =0 (2.8)
n=0 n=1
2-1-ay+wian + 3 _[(n+2)(n+ ania + (w) + an)a,)t" =0 (2.9)

n=1

Para que essa equacao seja valida, devemos ter as duas condicoes

2

2ay + wiag = 0 — ag = —%ao (2.10)

—(wg + an)ay,

(n+2)(n+ anso + (W2 +an)a, =0 — ap0 = IR (2.11)
Vamos obter os coeficientes
-1 2
3-2-1
—(wi + 20) (—=1)*(wd + 20)w?
" = 1.3 @ 1.3.9.1
—(wg + 3a) (—1)*(w§ + 30) (wi + @)
" 4 5.4 08 5.4-3-2-1 @
(w24 D4 w2 44 2 4 20 )w?
n— 4 ag = (wg +4a)  (=1)wy + 4a)(wy + CY)Woao (2.12)

6.5 47 6-5-4-3-2-1
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Generalizando, temos:

x(t) = Z agnt™" + Z agnat?"H (2.13)
n=0 n=0
2(t) = ay [1 B (wot)? N (wg + 2a)wit! B (wE + 4a)(wi + 2a)wits L } N
2! 4! 6!
. (W2 4+ a)t? (Wi +3a) (W +a)t® (w2 + 5a)(wd + 3a)(wd + a)t”
LA e TR 51 B 7] +

(2.14)

E preciso manipular esses termos de modo a enxergar a solucao correta, separando o
que é oscilagao simples e o que é amortecimento. A primeira estratégia é isolar os termos
que levam as séries do seno e do cosseno. Lembrando que se 7 fosse constante, entao
deveria aparecer uma exponencial decrescente atuando nas duas componentes da solucao.

Desta forma, temos a seguinte expressao para a solucao da equagao [2.6

B (wot)?*  (wot)*  (wot)® 20wttt  6awit®  8alwits
z(t) = a0 [1 T TTw e Tl T Te e T
a (wot)®  (wot)®  (wot)” ay [—awet®  4awdt’  3atwot®
ot — _ e ais e
o {“0 3 T T T T T e

(2.15)

sendo a primeira e a terceira parcela da ([2.15)) correspondentes a solugdo do OHA con-
vencional. As demais parcelas (pelo menos as corre¢oes de 12 poténcia para ) podem ser

reescritas como segue:

2n—1,42n+1
O t

"Mnn + 1)awd™ > 2 a; i (—1)"naw (216)

(2n 4 2)! T (2n +1)!

o0

z(t) = xoua(t)+ao Z (=1)

n=0 n=0

Esta é uma expressao bem complicada de se trabalhar. Por simplicidade, consideremos

na relagao recursiva a=1ew?=1. Os termos associados & dependéncia linear da

resisténcia com o tempo sao plotados na figuraf2 Os termos relacionados as trés possiveis
solugoes do OHA sao mostrados na figura anterior

Aqui, os coeficientes ag e a; determinarao as solucoes linearmente independentes:
(n+2)api2+a, =0 (2.17)

Primeiro, consideremos ag = 1 e a; = 0. Ao impor essa restricao, todos os termos com

indice impar se anulam. Logo, obtemos a solucao par x;(t):

n.,mnl
n:02 n!

(o0} oo _1 n t2
x1(t) = E Ao t?™ = E ut2" =e 2 (2.18)
n=0
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200 4
150 A
100
50 1
B
0- A\
_50 _
-100 T — x
—_—
=150 1 = apxy + (8l/wp)x;
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 2 — Representagao dos osciladores linearmente amortecidos no tempo. Nesta figura
os termos foram ajustados para ag = a1 = a = wy = 1.

Para determinar a outra solugao, (), basta impor a restri¢ao ag = 0 e a; = 1. Dessa

vez, todos os termos pares se anulam, restando

(—1)" (—1)" 219

3:5-..-(2n+1)  (2n+ DIV

onde usamos a notagao do fatorial duplo de (2n + 1). Logo,

A2n+1 =

o0 o _1 n
ﬂfz(t) = Z Cl2n+1152n+1 = Z ¥t2n+l (2-20)
n=0

"
“— (2n+ !

Entao, a solucao procurada é simplesmente uma combinagao linear de x; e x».

2 > 1"
o(t) = age” 7 + a1y —<2§1 +>1)”t2”“ (2.21)

n=0

Diferentemente da solucao 1, nao foi possivel escrever xo como uma funcao elementar.

A seguir, tem-se os graficos destas duas situagoes distintas, onde em primeiro lugar se
faz o plot sem as aproximagoes e em seguida o mesmo plot é feito com as aproximacoes
que levam a solugao z(t) a ser escrita como uma fungao elementar (gaussiana).

Pode-se observar que a solugao z;(t) governa em todo o intervalo e leva a uma oscilagao
mais catica, com a amplitude crescente. A solucao xo(t) apresenta um comportamento
mais controlado, porém aumentando com o tempo.

A seguir, dentro da aproximagao realizada, tem-se o grafico onde uma das solugoes
se comporta como uma fungao gaussiana e a outra é dada por um duplo fatorial, como
destacado na equagao ([2.21)).

Observe que neste caso a solugao que governa é a z(t), com o comportamento gaussi-

ano, e que a solucao z,(t) praticamente desaparece, pois o duplo fatorial em sua expressao
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1.0 1 "X
— X
— apx1+ (al/wplxz

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

0.0

Figura 3 — Representagao dos osciladores linearmente amortecidos no tempo com as de-
vidas aproximacoes para que x; seja gaussiana.

reduz muito o peso dos termos do somatério. Na solugao completa, portanto, o termo do-
minante é o x1(t). Diferentemente do caso anterior, a solu¢do mostra um comportamento
mais aceitavel fisicamente.

E conveniente, desta maneira, buscar sistemas mais proximos o possivel de alguma
situacao fisica como a que descrevemos, para embasar nossas conclusoes. Mais adiante,
discutimos modelos fisicos e estabelecemos elos entre eles e o modelo estudado.

Outra discussao muito interessante, nestes casos, é abordar o balanco de energia do
sistema e a dependéncia da sua hamiltoniana com o tempo. Essa discussao é apresentada

na sequencia e ajuda a entender melhor tal sistema.

2.3 Abordagem lagrangiana e hamiltoniana para sistemas dissipa-

tivos

Para sistemas dissipativos como o caso do oscilador amortecido trabalhado, pergunta-
se qual a lagrangiana que fornecera sua equagao de movimento? Esta é uma questao que
até hoje estd sendo discutida. Devido a dificuldade de encontrar a lagrangiana para siste-
mas dissipativos, Rayleigh (1842-1919) introduziu ad hoc na Equagao de Euler-Lagrange
um termo relacionado a uma funcao dissipativa F, isto é

d (0L oL OF
)%

Desse modo, tomando-se uma funcao dissipativa do tipo proporcional a velocidade,
caracteristica do oscilador amortecido, isto é: F' = %)\cf e mais a lagrangiana do OHS, a
equagao reproduz a equagdo de movimento (2.6), com A\ = A(t) = m~y(t) sendo o

parametro de amortecimento.
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Apesar de a (2.22) reproduzir a equagao de movimento dos sistemas dissipativos, ela
¢ apenas uma descri¢ao fenomenoldgica desses sistemas, ja que nao ha nenhuma lagrangi-
ana e nenhum Principio Variacional envolvidos. Para contornar essa dificuldade, [11H13]

propuseram uma lagrangiana definida por

1 1
L =ent —mg* — —mwiq’ (2.23)
2 2
que, levado a Equagao de Euler-Lagrange, reproduz a ([2.6)).
Durante muito tempo, a lagrangiana ([2.23)) foi considerada como a que representava

os sistemas dissipativos, pois seu hamiltoniano correspondente

1 1
H=pq—L=npj— emt {Emcf — Emwng] (2.24)
aparentemente é dependente do tempo e, portanto, representaria os sistemas dissipativos.

No entanto, se substituirmos a solucao do OHA, dada por
q(t) = Ae 2" cos (wt) (2.25)

na equacao , veremos que o mesmo nao € dependente do tempo e sim, que ele oscila
com perfodo 7' = Z onde
2
w=1/wl— i (2.26)
resultando, portanto, um valor médio constante para esse hamiltoniano, que nao repre-
senta sistemas dissipativos. Concluimos entao que a lagrangiana da equagao é uma
lagrangiana matemdatica e nao fisica. Um exemplo hipotético desse sistema pode ser um
balde d’agua oscilando numa regiao onde ha precipitagao de dgua que faz com que a massa
M de dgua do balde varie segundo a expressao M (t) = me?* |1].
Em relacao ao hamiltoniano, [6] verificou que tanto o hamiltoniano fisico quanto o
matemadtico representam a energia do sistema considerado. Porém, [14] demonstrou que
a igualdade H = FE, tal como proposto, so se aplica aos osciladores harmonicos. Para os

sistemas dissipativos, deve-se ter

H=¢"E, (2.27)

onde E = %mw2A2 é a energia de um oscilador harmonico simples, com amplitude A. Isso
mostra que em tais sistemas, é possivel isolar uma um fator multiplicativo que representa
o decaimento exponencial da energia inicial no tempo. De posse destas informacoes, é

possivel analisar a situacao do amortecimento linearmente variavel com o tempo.
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3 Discussao e Resultados

3.1 Balanco de energia do sistema

Muito embora o lagrangiano proposto por Kanai-Caldirola-Bateman dado pela
(2.23) tenha reproduzido a ([2.6)), ele, contudo, ndo descreve um sistema dissipativo, mas
sim um sistema com massa dependente do tempo. Assim, calculemos o hamiltoniano

correspondente a equagcao ([2.0)):

H(p,q,t) = pg — L(p,q.1) (3.1)

Ora, sendo p o momento canonicamente conjugado definido por:

oL 0 1 1
_ _ M Zma? — Zko? ) = et 3.2
P 9 aqe (qu 5 q) e’'mq (3.2)
Substituindo a (2.23) e a (8.2) na (B.1)), vira:
vyt 1 -2 1 2
H=e 5md + §/€q : (3.3)

Por outro lado, ao substituirmos a coordenada generalizada ¢, obtida via calculos

(2.16)), teremos:

2
d 2 d = (=)
H = vt E T el el t2n+1
S (“”dze 2 +a1dt;(2n+1)!! *

(3.4)

que claramente depende do tempo.

Como foi visto anteriormente, nas solugoes obtidas pelo método de Frobenius, tais
solugoes levam a oscilagoes que tendem a ser cadticas, com a amplitude crescente com o
tempo. Nao se trata do processo de ressonancia, observado quando o oscilador simples
tem sua frequéncia préxima aquela do termo de fonte, como numa equagao i + wizr =
(Fo/m) cos(wt). As equagoes sao diferentes em sua composicao e classificagao, sendo que
a equagao em estudo (2.6) é homogénea e de coeficientes varidveis.

Podemos impor a condic¢ao de contorno de que as oscilagoes nao aumentem em demasia,

fazendo a constante a; = 0. Desta forma, temos:

m d t2 2 k 2 2
E + E (GOEBQ) -+ 5 <a0€77>

= em B+ _m2ag e~ 4 %agt2et2

H=¢"

(3.5)
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Figura 4 — Grafico da hamiltoniana dada na equagao (3.5)), com todos os parametros feitos
iguais a unidade.

O comportamento desta iltima equagao é mostrado na figura a seguir, e se mostra

mais compativel com as condicoes fisicas de um sistema real.

o

E importante ressaltar que neste caso a energia do sistema dissipativo decai com

Q

tempo, como deveria acontecer. No entanto, a restricao imposta aqui é que apenas
funcao gaussiana pode satisfazer as condigoes adequadas, levando a energia finita.

Por outro lado, a solugao zo(f) é bem mais complicada de se trabalhar, devido a
existéncia de um duplo fatorial no denominador da eq.. Tanto que seu grafico se
mostrou praticamente nulo em todo o intervalo, o que indica um fortissimo amortecimento
do oscilador, conforme a fig.

Em primeiro lugar, é possivel inferir que a dissipacao de energia surge naturalmente
a partir do momento em que o modelo matematico aqui sugerido tem dinamica equiva-
lente a de um oscilador cuja massa varia exponencialmente com o tempo. Além disso,
para sistemas independentes do tempo, a hamiltoniana é igual a energia do sistema. No
caso proposto aqui, nao foi diferente. Tanto a energia quanto o hamiltoniano tendem a
zero para tempos assintéticos, coisa que nao aconteceu em sistemas dissipativos como os
osciladores Lane-Emden e Caldirola-Kanai [5].

Na pratica, as solugoes obtidas para o modelo matematico proposto - bem como para
seu hamiltoniano - sao consistentes com a dinamica de um oscilador amortecido com massa
variavel. Temos, por exemplo, um péndulo oscilando com amortecimento crescente (um
balde vazio recebendo chuva durante um periodo de oscila¢ao), o que faz sua amplitude
cair rapidamente segundo a solugao x;(t) dada pela .
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4 Consideracoes finais

Neste trabalho, propomos uma possivel variante a equacao do OHA. A saber, con-
sideramos seu parametro de amortecimento como uma funcao linear do tempo, o que
leva a equacao diferencial dada em , resolvida via método de série de poténcias. Tal
equacao de movimento serve de modelo matematico a um oscilador bastante peculiar,
cuja constante de amortecimento cresce segundo a relagao vy(t) = ot.

Ao resolver a , nos deparamos com duas solucoes linearmente independentes,
porém dificilimas de analisar graficamente. Para contornar essa dificuldade, impomos
algumas simplificacoes adequadas de modo a obter uma funcao elementar como solugao,
o que felizmente aconteceu com a gaussiana x;(t) em . Ao plotar esse grafico,
tal solucao fazia a amplitude da oscilagao decair a zero muito rapidamente para tempos
assintéticos, o que de certo modo era previsto.

Em seguida, foi proposto um possivel formalismo lagrangiano e hamiltoniano para o
sistema com base em alguns trabalhos anteriores [1,/5], o que permitiu constatar que a
lagrangiana modela tal sistema fisico e que seu respectivo hamiltoniano revela de
fato o balango de energia do oscilador, que também depende do tempo, como mostra a
equacao , diferentemente do que se concluiu na analise dos osciladores Lane-Emden
e Caldirola-Kanai [5].

Por fim, sugerimos um sistema de massa variavel como modelo fisico para o conjunto de
solugoes da equagao diferencial proposta (2.6). Este se mostrou consistente apenas com
a solugao gaussiana x(t) por ter amplitude decrescente com o tempo, como esperado.
Todavia, o mesmo nao foi possivel verificar na solugao xo(t) dada pela (2.20]), que sugere
um amortecimento muito fraco, o que a deixou identicamente nula com as aproximagoes

realizadas (ver fig. , deixando-a com uma viabilidade restrita a regimes de tempo finitos.



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
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4.1 Apéndice 1 - cédigos do Google Collaboratory para geragdo de

graficos
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FUNDAGAO UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAPA

PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGAO

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
ESPECIALIZAGAO EM ENSINO DE FISICA

GRAFICOS E ANALISES DA monografia DE MARCOS CAVALCANTE FURTADO

Segue os cédigos para as solugdes da equagdo do oscilador amortecido
mi(t) + ci(t) + kz(t) = 0.

Existem trés tipos de solugdes diferentes em relagdo ao valor critico ¢, = 24/ %: amortecimento subcritico (¢ < c¢.), critico (¢ = c.), e

supercritico (¢ > c.). Segue abaixo o cédigo com exemplos.

1 # PLOT DA SECAO 2 - OSCILADOR HARMONICO AMORTECIDO (OHA) CONVENCIONAL
2

3 import numpy as np

4 import matplotlib.pyplot as plt

5 import matplotlib.font_manager as fm

6

7 # Definir as dimensdes do grafico

8 plt.rcParams['figure.figsize'] = [16, 10]

9

10 t = np.linspace(@,30,1000) # varidvel x

11

12 def oscilador(m=1, rho=1, w@=1, A=1, B=1):

13

14 """

15 Fungdo para plotar as solucdes do oscilador amortecido.

16

17 m = massa em Kkg.

18 rho = constante de proporcionalidade a forga de arrasto em N/(m/s).
19 w0 = frequéncia natural do oscilador harmdénico simples (rad/s).
20 A, B = constantes da combinag¢do linear das solugdes L.I.
21 return => retorna a funcdo calculada com os parametros definidos.

22 "

23 gamma = rho/m # constante gamma

24

25 if gamma/2 < w0:

26 apelido_curva = "SUBCRITICO"

27 cor = "red"

28 omega = np.sqrt(w@**2 - gamma**2/4)
29 X = np.exp(-gamma*t/2)*(A*np.cos(omega*t)+B*np.sin(omega*t))
30 return x

31 elif gamma/2 > wo:

32 apelido_curva = "SUPERCRITICO"

33 cor = "blue"

34 beta = np.sqrt(gamma**2/4 - w@**2)
35 X = np.exp(-gamma*t/2)*(A*np.exp(beta*t)+B*np.exp(-beta*t))
36 return x

37 elif gamma/2 == w@:

38 apelido_curva = "CRITICO"

39 cor = "green"

40 X = np.exp(-gamma*t/2)*(A+B*t)

41 return x

42

43 W = oscilador(1, 10, 4)

44 X = oscilador(1l, 0.5, 4)

45 7 = oscilador(1l, 2, 4)

46

47 plt.plot(t, W, label="SUPERCRITICO", color="blue", lw=2)
48 plt.plot(t, X, label="SUBCRITICO", color="red", 1lw=2)

49 plt.plot(t, Z, label="CRITICO", color="green", 1lw=2)

50

51 font = fm.FontProperties(family='DejaVu Sans')

52 plt.grid()

53 plt.legend(loc="upper right")

54 plt.xlabel("X", fontproperties=font)

55 plt.ylabel("Y", fontproperties=font)

56 #plt.ylim(-10, 10)

57 #plt.x1lim(@, 2)

58 plt.savefig("osciladores_amortecidos.png", dpi=500)

59 plt.show()

60 print("\@33[1m Figura 1: \@33[@m Osciladores amortecidos convencionais.")
61

™
https://colab.research.google.com/drive/1gB2u_pNZKLE]Jsc11kS7mjE0039kFKrL?authuser=1#scrollTo=2uOEfLI4hhjl&printMode=true 1/5
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Figura 1: Osciladores amortecidos convencionais.

Segue os codigos para as solugdes da equagao do oscilador amortecido com parametro de amortecimento linearmente variavel ('y(t) = at)
mi(t) + y(t)z(t) + kz(t) = 0.

Neste caso, as duas solugdes linearmente independentes, obtidas via Método de Frébenius, sdo mostradas a seguir, assim como sua
superposigao.

1 # plot das solugdes x_1 e x_2 com parametro de amortecimento varidvel
2

3 #from math import factorial # fungdo fatorial

4 from scipy.special import factorial

5

6 alpha = 1 # parametro de amortecimento - liga (!=0) e desliga (==0)
7wo =1 # frequéncia natural do sistema

8ad =al =1 # constantes da combinacdo linear

9 t2 = np.linspace(@, 30, 1000)

10

11 def x_1(t, M):

12 y =0

13 n=20

14 for i in range(@, M+1)

15 y += a@*(-1)**(n+1)*n*(n+1)*alpha*w@**(2*n)*t**(2*n+2)/(factorial(2*n+2))
16 n+=1

17 return y

18

19

20 def x_2(t,M):

21 y =10

22 n=20

23  for i in range(@, M+1):

24 y += (-1)**n*n**2*alpha*w@** (2*n-1)*t**(2*n+1)/(factorial(2*n+2))
25 n+=1

26 return y

27

28

29 sol_1 = x_1(t2, 80)
30 sol_2 = x_2(t2, 80)
31 sol_amort_var = a@*sol_1 + (al/w@)*sol_2

https://colab.research.google.com/drive/1gB2u_pNZKLE]Jsc11kS7mjE0039kFKrL?authuser=1#scrollTo=2uOEfLI4hhjl&printMode=true 2/5
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32 plt.plot(t2, sol_1, color='red', label=r"$x_1%$", 1lw=2)
33 plt.plot(t2, sol_2, color='blue', label=r'$x_2%$', lw=2)

34 plt.plot(t2, sol_amort_var, color='black', label=r'$a_@x_1+(al/\omega_0)x_2%', 1lw=2)

35 plt.grid()

36 plt.legend(loc="'lower left')

37 plt.xlabel("X", fontproperties=font)
38 plt.ylabel("Y", fontproperties=font)
39 plt.show()

40 print("\@33[1m Figura 2: \@33[@m Osciladores com amortecimento linearmente varidvel.")

41

-100

f——
-150 1 — x,

— apx +(al/wo)x;

0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 2: Osciladores com amortecimento linearmente varidvel.

Da relagéao de recorréncia
(n+2)api2 +a, =0,

pode-se simplificar estas expressdes para obter a solugéo geral, sea =1 e wg =1:

fL‘(t) — 0067% +ay io: ﬂthrﬂ.
= (2n+ 1!

2

) - -1)"
Aqui,zi(t) =e = exy(t) =D 07 (2(n+)1)”t2"+1.

1 # Plot das solugdes depois da manipulacdo matemdtica adquada
2

3 alpha =1 # parametro de amortecimento - liga (!=0) e desliga (==0)
4wo =1 # frequéncia natural do sistema

5a0 = al =1 # constantes da combinagdo linear

6

7

8 def x_2_manipulada(t,M):

9 y=20

10 n=20

11 for i in range(@, M+1):

12 y += (-1)**n*n**2*alpha*w@**(2*n-1)*t**(2*n+1)/(factorial(factorial(2*n+2)))
13 n +=1

14 return y

15

https://colab.research.google.com/drive/1gB2u_pNZKLE]Jsc11kS7mjE0039kFKrL?authuser=1#scrollTo=2uOEfLI4hhjl&printMode=true
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16

17 sol_1_man = np.exp(-t2**2/2)

18 sol_2_man = x_2_manipulada(t2, 80)

19 sol_amort_var_man = a@*sol_1_man + (al/w@)*sol_2_man

20

21 # Definir as dimensdes da figura

22 fig = plt.gcf()

23 fig.set_size_inches (16, 10)

24

25 # Adicionar uma régua de escala

26 #sb.add_scalebar(fig, 1, loc='lower right', pad=0.5)

27

28 plt.plot(t2, sol_1_man, color='red', label=r"$x_1%", 1lw=4, linestyle=':")
29 plt.plot(t2, sol_2_man, color='blue', label=r'$x_2$', lw=2)

30 plt.plot(t2, sol_amort_var_man, color='black', label=r'$a_0x_1+(al/\omega_0)x_2%', 1lw=2)
31 plt.grid()

32 plt.legend(loc="upper right')

33 plt.xlabel("X", fontproperties=font)

34 plt.ylabel("Y", fontproperties=font)

35 plt.show()

36 print("\@33[1m Figura 3: \033[@m Osciladores com amortecimento linearmente varidvel. Caso particular onde uma das solugdes
37
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Figura 3: Osciladores com amortecimento linearmente varidvel. Caso partic

1 # plot da funcdo hamiltoniana H (eq. 3.5)

2c =1

3m=1

4E =1

5k=1

6 H = np.exp(-c*t/m)*E + (m*a@**2/2)*t**2*np.exp(-t**2) + (k*a@**2/2)*t**2*np.exp(-t**2)
7

8 plt.plot(t, H, color='blue', 1lw=2)

9 plt.grid()

10 plt.xlabel('t', fontproperties=font)

11 plt.ylabel('H', fontproperties=font)

12 plt.show()

13 print('\@33[1m Figura 4: \@33[0@m Grafico da hamiltoniana dada na equacdo (3.5), com todos os parametros feitos iguais a un

https://colab.research.google.com/drive/1gB2u_pNZKLE]Jsc11kS7mjE0039kFKrL?authuser=1#scrollTo=2uOEfLI4hhjl&printMode=true 4/5
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Figura 4: Grafico da hamiltoniana dada na equagdo (3.5), com todos os par

v 0s conclusao: 10:10 ® X
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4.2 Apéndice 2 - capa da publicacdo gerada durante o desenvolvi-

mento deste trabalho
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Oscilador harmodnico simples, série e transformada de
Fourier e operador de Sturm-Liouville —
uma breve discussao

Simple Harmonic Oscillator, Series, and Fourier Transform and Sturm-Liouville Operator —
A Brief Discussion
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Neste trabalho destacamos a importancia do oscilador harmoénico simples como um modelo matemético
fundamental para a compreensdo de fendémenos oscilatérios em diversas dreas da Fisica e Engenharia, enfatizando
a necessidade de se conhecer os métodos para a sua solugdo, que servem como ponto de partida para estudar
sistemas mais complexos. Embora esse tema seja relevante, muitos estudos se limitam a aplicagbes praticas ou
solugdes gerais de equacgoes diferenciais, sem conexao significativa entre conceitos. Neste sentido, propGe-se uma
abordagem que explora a conexdo entre o oscilador harmonico, série e transformada de Fourier. Através da teoria
do operador linear de Sturm-Liouville, introduzimos conceitos como autofun¢des de um operador hermitiano,
ortogonalidade e formagéo de espagos vetoriais. Enquanto a série surge como uma expansdo em uma base infinita
de fungoes dentro de um intervalo finito, a transformada surge como uma projecdo de objetos matematicos como
fungdes e equagdes no espaco das autofungées do oscilador em um intervalo infinito. Espera-se que essa abordagem
estimule discussées e facilite a compreensdo de tépicos mais avancados em Fisica e dreas afins, tornando-os mais
acessiveis a estudantes de graduacio e pés-graduacgio.

Palavras-chave: Oscilador harménico; série e transformada de Fourier; operador de Sturm-Liouville.

In this work we highlight the importance of the simple harmonic oscillator as a fundamental mathematical
model for the understanding of oscillatory phenomena in several areas of Physics and Engineering, emphasizing
the need to know the methods for its solution, which serve as a starting point for studying systems more complex.
Although this topic is relevant, many studies are limited to practical applications or general solutions of differential
equations, with no significant connection between concepts. In this sense, an approach is proposed that explores
the relationship between the harmonic oscillator, series and Fourier transform. Through the theory of the Sturm-
Liouville linear operator, we introduce concepts such as the eigenfunctions of a Hermitian operator, orthogonality,
and the formation of vector spaces. While the series appears as an expansion on an infinite basis of functions within
a finite interval, the transform arises as a projection of mathematical objects such as functions and equations onto
the space of the oscillator’s eigenfunctions into an infinite interval. It is hoped that this approach will stimulate
discussions and facilitate the understanding of more advanced topics in Physics and related areas, making them
more accessible to undergraduate and graduate students.

Keywords: Harmonic oscillator; series and Fourier transform; Sturm-Liouville operator.

1. Introducao

As oscilagoes fazem parte de todos os aspectos de nossa
vida. Seja no estudo da estabilidade de fenémenos me-
canicos, descricao do fluxo de calor através de materiais,
na emissao de sinais eletromagnéticos ou mesmo na
descrigdo de sistemas quanticos com niveis de energia
igualmente espacados, as oscilagbes surgem como um
aspecto fundamental da fisica. Todos estes fendomenos

* A~ . . . .
Endereco de correspondéncia: marcelo.siqueira@unifap.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

tém em comum a sua descricdo feita em maior ou
menor grau pela equacao do oscilador harmonico simples
(OHS). Muito mais préximo de um dos ditos toy models
da fisica, este sistema é de extrema importancia pois suas
propriedades servem de ponto de partida para estudos
de sistemas mais avancados e as técnicas envolvidas
para tratar de tais sistemas podem ser adaptadas para
estudos mais complexos. Neste sentido, revisitar o OHS
é de extrema importancia.

Uma das primeiras aparicbes do OHS que se tem
registro é devida ao fisico e matematico Leonard Euler
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